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Resumen. El objetivo principal en este trabajo es construir wavelets ψ de soporte compacto.
Para ello tomaremos la función escala ϕ siendo de soporte compacto. Si:

m0(ξ) =
∑
k

Cke
iξk

donde

Ck =
1

2

∫
ϕ(
x

2
)ϕ(x+ k)dx.

La estrategia será que solo un número finito de los coeficientes C
′
ks serán no nulos. Luego de

ψ̂(ξ) = e−i5/2mo(
ξ

2
+ π)ψ̂(ξ/2)

se deduce que ψ es una combinación lineal finita de funciones de soporte compacto (losϕ’s).

Palabras claves. b.o.n. wavelets, soporte compacto.

Abstract. The main objective in this work is to construct wavelets of compact support. For
this we will take the function scale ϕ being of compact support. If:

m0(ξ) =
∑
k

Cke
iξk

where

Ck =
1

2

∫
ϕ(
x

2
)ϕ(x+ k)dx.

The strategy will be that only a finite number of the coefficients C
′
ks will be non-zero. After

ψ̂(ξ) = e−i5/2mo(
ξ

2
+ π)ψ̂(ξ/2)

It follows that ψ is a finite linear combination of compact support functions (the ϕ’s).

1. Introducción. Las primeras ideas de construcción de wavelets de soporte
compacto fueron dadas en 1909 por Alfred Haar, brillante matemático húngaro,
disćıpulo de David HIlbert.
Este parte de la función:

h(x) =

 1 , 0 ≤ x < 1/2
−1 , 1/2 ≤ x < 1
0 , en otra parte

cuyo soporte en el intervalo [ 0, 1]. Siendo j, k enteros positivos, considera n = 2j + k,
n ≥ 1, j ≥ 0 ; 0 ≤ k ≤ 2j y construye la familia de traslaciones y dilataciones

hn ≡ hj,k(x) = 2j/2h(zjx− k),
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llegando a la conclusión que la familia {hi(x)}i=0,1,... es una base ortonormal de
L2([0, 1]). Esta forma tiene algunas limitaciones como que si f es una función contin-
ua en [0, 1], los elementos aproximantes hn no son funciones continuas. Es importante
que los hn sean también funciones continuas en [0, 1].

Aproximadamente 80 años después, Jean Morlat construye las primeras wavelets
para el tratamiento de señales, realiza un análisis de estas en diferentes escalas, de-
terminando la diferencia de una escala a otra.
Tal proceso es conocido como Análisis Multiresolución el cual es un proceso de aprox-
imación formalizado por S.Mallat y Meyer.

En 1990 Y. Meyer construye una base ortonormal de L2([0, 1]) con una estructura
algoritmica simple que contiene todas las funciones 2j/2ψ(2jx − k); j ≥ 0; k ≥ 0
con soportes en [0, 1] siendo ψ la wavelet de Daubechies. Partiendo de una función
ψ : R −→ R, la familia

{ϕa,b}a>0,b

constituye una base para L2(R), esto es:

f(x) =
∑
a,b

〈f, ψa,b〉ψa,b(x).

Para construir Wavelets debemos partir de una funcion escala ϕ aśı como su Análisis
Multiresolución asociado.

En aplicaciones de Ciencias Básicas y Tecnológicas se requiere construir wavelets
ortonormales de soporte compacto, lo que permitirá representar funciones v́ıa series
con solammente un número finito de coeficientes no nulos, esto es las series son en
verdad polinomios trigonométricos.
Fué Ingrid Dauchies [9] quien inicia la construcción de wavelets de soporte compacto,
motivada por el trabajo de Mallat para construir wavelets con unn número finito de
componentes no nulos (las wavelets de soporte compacto) lo que es importante para
la implementación computacional lo que permite analizar señales usando solamente
un número finito de operaciones.

2. Análisis y Discusión.
Teorema 2.1. Existe una constante C ≥ 0 tal que para cada entero r ≥ 0 existe

un Análisis Multirevolución de L2(R), con regularidad r, tal que la función de escala
ϕ y la wavelet ψ son de soporte compacto en el intervalo [-Cr,Cr].

2.1. Resultados Previos.
Lema 2.2. Sea m0(ξ) una función C∞(R), 2π- periódica, tal que

|m0(ξ)|2 + |m0(ξ + π)|2 = 1 y m0(0) = 1

Si ϕ es definida de la forma ϕ̂(ξ) =
∏∞
j=1m0( ξ2j ) entonces ‖ϕ‖L2(R) ≤ 1.

Prueba. Teniendo en cuenta que ∀N ≥ 1,

IN ≡
2Nπ∫
−2Nπ

|πN (ξ)|2dξ = 2π
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donde πN (ξ) =
∏N
j=1m0( ξ2j ).

Ahora:
(a) | ϕ̂(ξ) | ≤ | πN (ξ) | ∀ξ ∈ R⇔ | m0( ξ

2N−1 )m0( ξ
2N+2 ) | <1

(b)
∫ 2Nπ

−2Nπ |ϕ̂(ξ)|2dξ ≤
∫ 2Nπ

−2Nπ |πN (ξ)|2dξ = 2π

Luego, si N →∞, ‖ϕ̂‖2L2 =
∫
|ϕ̂(ξ)|2dξ ≤ 2π,

entonces ‖ϕ‖2L2 = 1
2π‖ϕ̂‖

2
L2 ≤ 1 �

Lema 2.3. Sea m0 un polinomio trigonométrico que verifica:
- |m0(ξ)|2 +m0(ξ + π)|2 = 1 ∀ξ ∈ R
- m0 ∈ C∞, 2π-periódica.
- m0(0) = 1
Si m0(ξ) 6= 0 en [−π2 ,

π
2 ], entonces

(ϕ(x− k))k∈Z

es una sucesión ortonormal.
Prueba. Sea G(ξ) =

∑
k∈Z |ϕ̂(ξ + Zπk)|2. Se sabe que (ϕ(x − k))k∈Z es un sistema

ortonormal⇔ G(ξ) = 1. Se tiene que G(ξ) = 1∀ξ pues se prueba que G es constante y
G(0) = 1. �

Lema 2.4. Sea G(ξ) =
∑T
−T bke

ikξ un polinomio trigonométrico el cual es no
negativo sobre R, entonces existe un polinomio trigonométrico de la forma

m0(ξ) =

T∑
−T

ake
ikξ tal que |m0(ξ)|2 = g(ξ).

Lema 2.5. Dado r > 0, existe una suma trigonométrica finita m0(ξ) verificando
la hipótesis del lema 2.3 y tal que ϕ tiene derivadas acotadas hasta el orden r.

2.2. Prueba del teorema 2.1. Esta prueba se basa en [9]

El lema 2.5 garantiza la existencia de un polinomio trigonométrico que verifica:
m0(ξ) ∈ C∞(R), 2π periódico
|m0(ξ)|2 + |m0(ξ + π)|2 = 1
m0(0) = 1 y m0(ξ) 6= 0 sobre [−π2 ,

π
2 ] y

|Ck| ≤ (1 + |k|)MCM .
Defina ϕ según ϕ̂(ξ) =

∏∞
j=1m0( ξ2i ), por lo que ϕ està bien definida y de soporte

compacto. Además por los lemas 2.2 y 2.3, ϕ ∈ L2(R) y (ϕ(x− k))k∈Z es un sistema
ortonormal.

Considere V0 = {ϕ0,k}
L2(R)
k∈Z , donde en general

ϕj,k(x) = 2j/2ϕ(2jx− k); j, k ∈ Z

Defina ahora Vj , j ∈ Z via

f(x) ∈ Vj ⇔ f(2−jx) ∈ V0,

esto es,

Vj = {ϕj,k}
L2(R)
k∈Z
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Se prueba aśı que {Vj} es un Análisis Multiresolución de L2(R). Este análisis Mul-
tiresolución garantiza la existencia de wavelets ψ tal que (ψ(x − k))k∈Z es una base
ortonormal de W0 y (ψj,k∈Z) es una base ortonormal de L2(R), donde

ψ(x) = 2ΣN−N āk(−1)kϕ(2x− k − 1)

de soporte compacto.
Además sop ψ ⊂ [−N + 1

2 , N + 1
2 ].

Se verifica que ∃ C ≥ 0 tal que sop ψ ⊂ [−Cr,Cr] donde r es el grado de regularidad
del Anàlisis Multiresolución {Vj}.

Se concluye precisando que ψ es una wavelet de clase Cr, esto es r-regular; que
ψ es bien localizada y ψ es una wavelet (

∫
xqψ(x)dx = 0); q= 0, 1, ..r.

3. Resultados. Al concluir el presente trabajo se obtuvieron los siguientes re-
sultados:

1. Si ϕ es definida siendo ϕ̂(ξ) =
∏∞
j=1m0( ξ2j ) se prueba que ‖ϕ‖L2(R) ≤1.

2. Dado r > 0 se construye una suma trigonométrica finita m0(ξ) tal que ϕ tiene
r-derivadas acotadas.

3. Se ha probado que existe un Análisis Multiresolución de L2(R) con regulari-
dad r, donde las funciones de ϕ (escala) y ψ son de soporte compacto.

4. Conclusiones. Al finalizar el presente trabajo, se infieren las siguientes con-
clusiones:

1. Se parte de una función m0(ξ) la cual verifica

|m0(ξ)|2 + |m0(ξ + π)|2 = 1 ∀ξ ∈ R

y se construye un Análisis Multiresolución donde aparecen las funciones ϕ y
ψ.

2. Para que ϕ y ψ sean suficientemente regulares, se requiere que el Análisis
Multiresolución sea regular con la condición

|Ck| ≤
CM

(1 + |k|)M
,∀M ∈ Z+

3. Es posible construir wavelets que tienen un número finito de componentes no
nulas, el resto son ceros, lo que permite una mejor aplicación tecnológica.
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