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Resumen. El objetivo principal en este trabajo es construir wavelets 1 de soporte compacto.
Para ello tomaremos la funcién escala ¢ siendo de soporte compacto. Si:

mo(§) = Z Cpe'ck
k
donde

Ci= 3 [ 5ol t Rde

. , 7 . . ! z
La estrategia serd que solo un ntimero finito de los coeficientes C) s serdn no nulos. Luego de

. I3 -
V(&) = e 2mo (S + m)d(E/2)
se deduce que 1) es una combinacién lineal finita de funciones de soporte compacto (lose’s).

Palabras claves. b.o.n. wavelets, soporte compacto.

Abstract. The main objective in this work is to construct wavelets of compact support. For
this we will take the function scale ¢ being of compact support. If:

mo(€) = 3 Creie®
k
where

q:i/ﬁéw@+mm

The strategy will be that only a finite number of the coefficients C’,;s will be non-zero. After

9(E) = e 2mo( S+ m)i(e/2)

It follows that 9 is a finite linear combination of compact support functions (the ¢’s).

1. Introduccién. Las primeras ideas de construccién de wavelets de soporte
compacto fueron dadas en 1909 por Alfred Haar, brillante matematico hungaro,
discipulo de David Hllbert.

Este parte de la funcién:

1 , 0<z<1/2
hz)=¢ -1 , 1/2<z<1
0 , en otra parte

cuyo soporte en el intervalo [0, 1]. Siendo j, k enteros positivos, considera n = 27 + k,
n>17>0;0<k<27 y construye la familia de traslaciones y dilataciones

hn = hjg(z) = 212h(2T 2 — k),
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llegando a la conclusién que la familia {h;(x)}i=01,.. es una base ortonormal de
L?([0,1]). Esta forma tiene algunas limitaciones como que si f es una funcién contin-
ua en [0, 1], los elementos aproximantes h,, no son funciones continuas. Es importante
que los h,, sean también funciones continuas en [0, 1].

Aproximadamente 80 anos después, Jean Morlat construye las primeras wavelets
para el tratamiento de senales, realiza un anélisis de estas en diferentes escalas, de-
terminando la diferencia de una escala a otra.

Tal proceso es conocido como Andlisis Multiresolucion el cual es un proceso de aprox-
imacién formalizado por S.Mallat y Meyer.

En 1990 Y. Meyer construye una base ortonormal de L?([0, 1]) con una estructura
algoritmica simple que contiene todas las funciones 27/ 2929 —k); 5 >0k >0
con soportes en [0, 1] siendo 1 la wavelet de Daubechies. Partiendo de una funcién
1 : R — R, la familia

{%,b}a>o,b

constituye una base para L?(R), esto es:

F@) = (s ban)tbas(2).

a,b

Para construir Wavelets debemos partir de una funcion escala ¢ asi como su Anélisis
Multiresolucién asociado.

En aplicaciones de Ciencias Basicas y Tecnoldgicas se requiere construir wavelets

ortonormales de soporte compacto, lo que permitird representar funciones via series
con solammente un numero finito de coeficientes no nulos, esto es las series son en
verdad polinomios trigonométricos.
Fué Ingrid Dauchies [9] quien inicia la construccién de wavelets de soporte compacto,
motivada por el trabajo de Mallat para construir wavelets con unn numero finito de
componentes no nulos (las wavelets de soporte compacto) lo que es importante para
la implementacién computacional lo que permite analizar senales usando solamente
un numero finito de operaciones.

2. Analisis y Discusion.

TEOREMA 2.1. Existe una constante C > 0 tal que para cada entero r > 0 existe
un Andlisis Multirevolucién de L*(R), con regqularidad r, tal que la funcion de escala
© y la wavelet ¥ son de soporte compacto en el intervalo [-Cr,Cr].

2.1. Resultados Previos.
LEMA 2.2. Sea mo(§) una funcidn C(R), 27~ periddica, tal que

Imo(E)° + [mo(§+m)|> =1y mo(0) =1
Si p es definida de la forma $(§) = H;il mo(é) entonces ||| 2@y < 1.
Prueba. Teniendo en cuenta que VN > 1,

2N

Iy = / |Tn (&)|?dE = 2m

—2N¢
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donde my (€) = T2, mo(5).
Ahora:

(a)|¢()|<|7w( )IVSER@\Mo(ngl)mo(

(b) J2,7 1¢(©)[2de < [2,7 |mn(€)[2dg = 27

Luego, si N — oo, ||<p||L2 = f|30 )|2d¢ < 2m,

entonces [plf2 = 5= ]2 < .
LEMA 2.3. Sea mg un polz’nomz’o trigonométrico que verifica:

- [mo(§)]* +mo(€ +7)|* =1VE €R

-mg € C*°, 2mw-periddica.

- mo(O) =1

Simo(§) #0 en [-5, 5], entonces

>) | <1

(p(2 = k))kez

es una sucesion ortonormal.

Prueba. Sea G(§) = Y, o, |¢(€ + Z7k)|*. Se sabe que (¢(z — k))rez es un sistema

ortonormal < G(&) = 1. Se tiene que G(§) = 1V¢ pues se prueba que G es constante y

G(0)=1. [ |
LEMA 2.4. Sea G(§) = ZTT bre™™ un polinomio trigonométrico el cual es no

negativo sobre R, entonces existe un polinomio trigonométrico de la forma

T
€)= are™ tal que |mo(&)] =g(¢).
-T

LEMA 2.5. Dado r > 0, existe una suma trigonométrica finita mo(§) verificando
la hipdtesis del lema 2.3 y tal que @ tiene derivadas acotadas hasta el orden r.

2.2. Prueba del teorema 2.1. Esta prueba se basa en [9]

El lema 2.5 garantiza la existencia de un polinomio trigonométrico que verifica:
mo(€) € C(R), 27 periédico
mo(€)? + mo(€ +m)? = 1
mo(0) = 1 y mo(€) # 0 sobre [T, ] y
|Cr| < (1+ kDM Cur.
Defina ¢ segin ¢(§) = H] 1 mO(QI) por lo que ¢ esta bien definida y de soporte
compacto. Ademds por los lemas 2.2 y 2.3, ¢ € L?(R) y (p(x — k))rez es un sistema
ortonormal.

Considere V) = {@O,k}ie(ZR) , donde en general
i) =220V —k); j k€ Z

Defina ahora Vj, j € Z via

fl@yev; & f(277z2) eV,
esto es,

—L?*(R)
= {SDJ k}keZ
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Se prueba asi que {V;} es un Anélisis Multiresolucién de L?*(R). Este andlisis Mul-
tiresolucién garantiza la existencia de wavelets ¢ tal que (¢¥(z — k))gez es una base
ortonormal de Wy y (1)j xez) es una base ortonormal de L?(R), donde

O(z) = 28N var(=1)Fp(22 — k — 1)

de soporte compacto.

Ademads sopt C [-N + 3, N + 1].

Se verifica que 3 C > 0 tal que sop ¢ C [-Cr,Cr] donde r es el grado de regularidad
del Analisis Multiresolucién {V;}.

Se concluye precisando que ¥ es una wavelet de clase C”, esto es r-regular; que
1 es bien localizada y ¢ es una wavelet ([ 299 (z)dz = 0); q= 0,1, .7

3. Resultados. Al concluir el presente trabajo se obtuvieron los siguientes re-
sultados:
1. Si ¢ es definida siendo ¢(§) = Hjoil mo(é) se prueba que ||| z2®) <1.
2. Dado r > 0 se construye una suma trigonométrica finita mg(§) tal que ¢ tiene
r-derivadas acotadas.
3. Se ha probado que existe un Andlisis Multiresolucién de L?(R) con regulari-

dad r, donde las funciones de ¢ (escala) y 1 son de soporte compacto.

4. Conclusiones. Al finalizar el presente trabajo, se infieren las siguientes con-
clusiones:
1. Se parte de una funcién mg(€) la cual verifica

Imo(€)[” + Imo(§ + m)> =1VE €R

y se construye un Andlisis Multiresolucién donde aparecen las funciones ¢ y

2. Para que ¢ y 1 sean suficientemente regulares, se requiere que el Anélisis
Multiresolucién sea regular con la condicién

Cm
< ———— VM eZ"
= T T €

3. Es posible construir wavelets que tienen un nimero finito de componentes no
nulas, el resto son ceros, lo que permite una mejor aplicacién tecnologica.
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