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Resumen

En el presente trabajo de investigacién se estudia la existencia de la solucién de la
ecuacion de Schrédinger no lineal.
10 = —Au — Nu|* tu en Q x [0,T],
u="0en dQ x [0,7], (1)
u(z,0) = up(x) en Q
donde v = u(z,t), r€ QCR? t€[0,T]conT >0, N\e R, a =3y
2 2
A (P
ox?  Oy?

Se plantea el problema (1) en su forma variacional (P) y utilizando el método de
Faedo-Galerkin se obtiene el problema aproximado (P,,) de (P), usando teoremas
de compacidad, cuando m — oo se prueba la existencia de la solucién variacional

del problema (1).
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Abstract

In the present work of investigation the existence of the solution of the non-linear

Schrodinger’s equation is studied,
i0u = —Au — Mu|* tu en Q x [0, T],
u="0en 00 x [0,7T], (1)
u(z,0) = up(x) en Q
where © = u(z,t), t € QCR? t€[0,T)con T >0, A € R, a =3 and
82 82
A=|—+—
(5372 i 83/2)
The problem is posed (1) in its variational form (P) and using the Faedo-Galerkin

method the approximate problem is obtained (P,,)of (P), using compactness theo-

rems, when m — oo the existence of the variational solution of the problem is proved

(1).
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I. Introduccion

La ecuacién de Schrodinger no lineal, en dos dimensiones

10 = —Au — Nu|* 'u en Q x [0, 7],
u="0en 002 x [0,77, (1)

u(x,0) = up(x) en Q,

donde u = u(x,t), x € QCR? t€[0,T]conT >0, A\eER, a=3y

0? 0?
2= (50 o)
describen ondas no lineales, a través de la ecuacién (1). Hallar soluciones analiticas
para la ecuacién (1) no es sencillo, por este motivo, es preciso encontrar métodos
para hallar soluciones ntimericas aproximadas.

En esta investigacion se aplica el método de Faedo Galerkin para obtener la solucion

numérica de (1), para ello seguimos los pasos siguientes:

1. Plantear la formulacién variacional de la ecuacién (1) y demostrar la existencia

de la solucion para este problema.

2. Definir espacios de elementos finitos (espacios de dimensién finita), de aqui,

surge un sistema linear.

3. Resolver el sistema lineal, el cual se soluciona por un método directo o iterativo.



1. Preliminares

A continuacion, se menciona algunas definiciones y resultados que seran empleados

en el desarrollo del presente trabajo.

1.1. Espacios de distribuciones

Definicién 1.1.1 Dada una funcion continua, ¢ : @ C R" — R, donde €2 es un
abierto, se denomina soporte de p al conjunto cerrado en €1, conjunto de puntos

x tales que p(x) # 0.

sopp ={x €Q : p(x) # 0}

Se representa por C§°(€2) al espacio de las funciones continuas e infinitamente dife-

renciables en €2, con soporte compacto en €.

Definicién 1.1.2 (Convergencia en C(2)) Dado 2, como en la definicion an-
terior, considerando el espacio vectorial topoldgico C3°(§2), una sucesion (pp)nen de
funciones en C§°(2) converge a ¢ en C§°(2) cuando satisface las siguientes condi-

ciones:

i) Eziste un conjunto compacto K C Q tal que

sop(p) C Ky sop(p,) C K, ¥neN.

it) D*p, — D% uniformemente en K para todo multi-indice .

El espacio vectorial C§°(§2) con el tipo de convergencia definina anteriormente, sera

representado por D(2) y se denomina espacio de las funciones test.

Definicién 1.1.3 Se denomina distribucion escalar sobre € a toda forma lineal
T : D) — R continua con respecto a la topologia de D(Y). Es decir, que si una

sucesion (pn)nen converge en D() a @, entonces,
T(pn) = T(p) enR

El valor de la distribucién T en la funcién de test ¢ se denota por (T, ).



Definicién 1.1.4 FEl conjunto de distribuciones escalares sobre ) es un espacio vec-

torial, denotado por D'(Q2), denominado espacio de las distribuciones escalares sobre

Q.

Definicién 1.1.5 Sea p € [1,00]. Se denota po LP(QY) el conjunto de las (clases de
equivalencia de) funciones medibles u : Q@ — R tales que |u|P es integrable en el

sentido de Lebesque en Q). Para u € LP(X), definimos

1/p

/]u(x)]pdt sip € [1,00)

I

[ull o) =
sup es|u(x)| sip =00
xeQ)

donde:
supess [|u(z)]| = nf{M > 0: ||u(t)|| < M p.c.t. x€Q}

e

El espacio LP(€2), 1 < p < oo, con sus respectivas normas, es un espacio de Banach.
En particular, cuando p = 2, L*(f2) es un espacio de Hilbert cuya norma y producto

interno son definidos y denotados, respectivamente, por
1/2

||l 2y = /|u(x)|2dt y (u,v)Lz(Q)/u(x)v(m)dm.
Q Q
Definicién 1.1.6 Una sucesion de distribuciones escalares (1,,)nen converge a una

distribucion escalar T en D'(Q) cuando
(Tn, ) — (T, ¢) en R, Vyp € D(Q).

Con la nocién de convergencia, D’'(2) es un espacio vectorial topolégico y tiene las

siguientes cadenas de inmersiones y densas
D(Q) — LP(Q) — L}, (Q) — D'(Q) para 1< p< oo.

Definicién 1.1.7 Dada una distribucion T en D'(Q2) y dado un multi-indice o € N"

se define la derivada distribucional de orden o deT' como la forma lineal y continua

DT : D(Q) — R dada por
(DT, ) = (=1)*|{T, D) Ve € D(1),

donde |a| = oy + ag + -+ + .



1.2. Convegencia en L? y el dual de L?

Una sucesién (p,,) convergen a ¢ en LP(€) si
llon — 90||Lp(9) — 0, para 1<p<oo.

Si p v ¢ son indices conjugados, es decir, % + % =1 con 1 < p < oo, entonces el dual
topoldgico de LP(2), que serd denotado por [LP(2)], es el espacio L4(2). En el caso
de 1 < p < oo el espacio vectorial LP(€2) es separable y para 1 < p < oo es reflexivo

(ver [1, pag. 95]).
Teorema 1.2.1 Sean (f)nen C LP(Q) y f € LP(QY), tales que

1fn = Fllzr@) — 0.

Entonces, existe una subsucesion (fn, )ren de (fn)nen que converge casi siempre a f

en S, y existe h € LP(Q) tal que |fn, ()] < h(z), Vk € N casi siempre en Q.

Demostracion:

Ver [1, pag. 94].

Definicién 1.2.1 Sea H un espacio de Hilbert. Se llama base Hilbertiana de H

una sucesion de elementos (wy,) de H tales que
i) [Jwnll =1 Vn.  (wp,wm) =0 VYn,m, m#n;
it) El espacio generado por (w,) es denso en H.

Definicién 1.2.2 Seam > 0, un numero entero positivo y 1 < p < oo. El espacio de
Sobolev de orden m, modelado sobre LP(Q), denotado por WP (Q)), es por definicion
el espacio vectorial de las (clases de) funciones de LP(QY) para las cuales sus derivadas
hasta el orden «, en sentido de distribuciones, pertenecen a LP()), para todo multi-

indice «, con |af < m.



El espacio W™P(Q)) posee la norma

( 1/p
S D%l | sipe 1,00)
lullwmpy = ¢ \lel<m ; (1.1)
Z | DYu|| Lo (@) sip =00
\  lalsm

Proposicién 1 Los espacios lineales W™P(Q) equipados con sus respectivas normas

de (1.1) son espacio de Banach.

Demostracion:

Ver [5, pag. 24].

El espacio W™P(£2) es un espacio reflexivo si 1 < p < ooy es separablesi 1 < p < oo.
En el caso particular en que p = 2, el espacio W™?2(£2) es un espacio de Hilbert, que

es denotado por H™(2) (ver [5, pag. 33]). Simbdlicamente
H™(w) = {u e L*Q): Du € L*(Q), Ya, |a| < m}

cuya norma y producto interno son dados respectivamente, por
1/2

lullzmy = | D ID%ullzaq) v ((wv) =) (D%, D)1

|| <m || <m

El espacio H™(f2) con la estructura topoldgica anterior, es un espacio de Hilbert,
inmerso en L%().

El dual topolégico del espacio Wy (€2) es representado por W~"7(Q)si1l < p < 0o
con p y ¢ indices conjugados. Si ¢ € W™™P(Q) entonces p|p) pertenece a D(S2).
Cuando p = 2, WJ"*(Q) es denotado como H§*(Q), cuyo dual es el espacio denotado
por H~™(2). La caracterizacién de W~—"?(Q) es dada por:

Teorema 1.2.2 Sea T € D'(Q). Entonces T € W "P(Q) si y solo si, eriste
Ja € LU(Q) tal que T = Z D%,

la]<m
Demostracion:

Ver [5, pag. 31].



Lema 1.2.1 (Desigualdad de Poincaré) Sea Q2 C R"™ un abierto acotado. Siu €

HJ(Q), entonces existe una constante C' > 0 tal que
[ull720) < CIVuli2(q)-

Demostracion:

Ver [1, pag. 218].

1.3. Espacios LP(I; X) y distribuciones vectoriales

Sea I C R un intervalo abierto y X un espcio de Banach con norma || - ||.

C°(I; X) es el espacio vectorial de las funciones

u: I CR—= X

t — u(t)
son continuas en I. Si k > 1,

CHMI; X)={p e CUL;X):Td"p/dt" € C°(I; X), Vn < k}.

C(1,X) = [ CH(I; X).

Los espacios anteriores son espacios vectoriales para la suma de funciones y producto

por escalares.

Definicién 1.3.1 Dada una funcion continua ¢ : I C R — X, donde €2 es un

abierto. El conjunto

sopp={x €l : ¢(x)#0 en X}

es llamado conjunto soporte de .

Definicién 1.3.2 Al espacio de las funciones infinitamente derivables en I y de so-
porte compacto contenido en I, se le denomina espacio de funciones tests vectoriales

y se denota por

D(I; X) :=Cy°(1; X)



Definicién 1.3.3 Sea p € [1,00|. Denotamos mediante LP(I; X) el conjunto de
las (clases de equivalencia de) funciones medibles u : I — X tales que la funcion
t el —|lu(t)] € R pertenece a LP(I). Para v € LP(I; X), definimos

1/p

/ lu@) Bt | sip e [1,00)

1wl o (r;x) =

)

supesllu(t)|x  sip=o0
tel

donde
supes|lu(t)|| = mf{M > 0: ||Ju®)|| < M p.ct. t€l}
tel

Cuando p =2y X = H es un espacio de Hilbert, el espacio L*(I, H) es también un

espacio de Hilbert cuyo producto interno es dado por

(u, V) 21,1y = /(u(s),v(s))Hds.

1
Cuando X es reflexivo y separable y 1 < p < oo, entonces LP(I, X) es un espacio
reflexivo (ver [3, pag. 19]) y separable, cuyo dual topoldgico se identifica al espacio
de Banach L¥ (I; X'), donde p y p’ son indices conjugados, es decir, Il] - z% = 1. Més

precisamente, se muestra que para cada u € [LP(I; X)], existe u € LP'(I; X') tal que
<u7 80> [LP(I; X)) xLr(I;X) — /<a<t), @(t»x/xxdt
I

En el caso, p = 1, el dual topoldgico del espacio L'(I; X) se identifica al espacio
L>(I; X).

El espacio de las aplicaciones lineales y continuas de D(I) en X es denominado
espacio de distribuciones vectoriales sobre I con valores en X, el cual sera denotado

por D'(I; X).

Definicién 1.3.4 Sea T € D'(I; X). La derivada de orden n es definida como la

distribucion vectorial sobre I con valores en X dado por
arr arr
- = (=1)" —_ 4 D'(I).
<dtn,90> ( )<90,dtn>, ¢ € D'(I)

10



Definicién 1.3.5 Por C°(I;X), 0 < T < oo, se representa el espacio de Banach

de las funciones continuas u : I — X con la norma de convergencia uniforme
lulloor;x) = max Ju(t)|x-

Definicién 1.3.6 Por CO(I; X), 0< T < oo, se denota al espacio de las funciones

u: I — X débilmente continuas; es decir, la aplicaciont — (v,u(t))x x es continua

en I, Yv e X'

Cuando X = H es un espacio de Hilbert, la continuidad débil de u es equivalente a

la continuidad de la aplicaciéon t — (u(t),v)y Vv € H.

Teorema 1.3.1 (Aubin-Lions) Sean los espacios de Banach By, B y By con in-
mersion compacta entre By y B e inmersion continua entre B y Bi. Dada una

sucesion que satisface las condiciones:

du,
um € LP(0,T;By) vy % € LP(0,T; By).

Entonces existe una subsucesion u,, de u,, que converge fuertemente en LP(0,T; B).

Demostracion:

Ver [4, pag. 58].

Lema 1.3.1 Sean V, H, V' tres espacios de Hilbert tales que V- C H C V', donde
V' es el dual de V. Suponga que u € L*(0,T,V) y u' € L?(0,T,V’), entonces
u e C([0,T),H) es integrable en t y satisface

d
%MQ = 2(u', u).

Donde u(t) € V, u/'(t) € V' y (-,-) es la aplicacion de dualidad entre V' y V.

Demostracion:

Ver [8, pag. 261].

Definicién 1.3.7 Sea a,b € R = RU {—o00, +00}. Se denota por W(a,b,V,V') al
espacto:

W(a,b,V,V")={u: u e L*(a,b;V), v € L*(a,b;V")}

11



Teorema 1.3.2 (Integracién por partes) Sea [a,b] C R. Sean, u,v € W(a,b; V,V'), u €

V', entonces

Demostracion:

Ver [2, pdg. 477].

1.4. Desigualdades importantes

Lema 1.4.1 (Desigualdad de Gronwall-Forma integral) Sean u, ¢, w fun-

ciones reales no negativas en [0,T] satisfaciendo

u(t) < o(t) + /w(o)u(a)da (1.2)

para todo t € [0,T]. Entonces, para todo t € [0,T] se tiene

t t

u(t) < o(t) —I—/w(s)(b(s) exp /w(r)dr ds

Corolario 1.4.1 (Desigualdad de Gronwall) Si ¢(t) = C, con C € Ry, la de-

siqualdad anterior se reduce a:

t

u(t) < Cexp /w(r)dr

0

Definicién 1.4.1 (Desigualdad de Cauchy con ¢) Sea a,b,e > 0, entonces

2 b2
ab < ;—8 + % (1.3)

1.5. Postulados de la Mecanica Cuantica

Un observable es algo que podemos medir experimentalmente con algin instrumento
o aparato, y una vez efectuada la medicion podemos asignarle una cifra numérica

bajo algun sistema de medicién. Por ejemplo, en el caso de una masa en el eje z, los

12



observables son la posicion, la cantidad de movimiento y funciones de la posicién y
de la cantidad de movimiento.

Postulado 1: Todas las propiedades observables de un sistema fisico estan conte-
nidas en su funcién de onda, 1(z,t), dependiente de las coordenadas de posicién x
de las particulas que componen el sistema, y del tiempo t. Esta funcion debe ser
univaluada, continua, con derivadas continuas, y de cuadrado integrable.
Postulado 2:(Principio de superposicién) Sean dos funciones de onda cuales-
quiera, ¥y (x,t) y ¥o(z,t), que representan sendos estados de un mismo sistema, y
sean dos nimeros complejos arbitrarios ¢; y ¢o. La combinacién lineal ) = ¢y +c2)9
es la funcién de onda de un estado valido del sistema, y este estado se dice que es
una superposiciéon de los representados por ¥y y ¥s.

Postulado 3: Cada observable fisico, A, se representa mediante un operador lineal
y hermitico A.

Postulado 4: Una medida tunica, individual, de la propiedad asociada al operador
A debe dar como resultado uno de los valores propios del operador. Decimos que n

es una funcién propia del operador A, con valor propio a, si

A\wn = an'(pn-

Postulado 5: Sea v,, una funcién propia arbitraria de A Xzﬁn = a,Y,. El conjunto
de todas las funciones propias independientes forma un conjunto completo, de modo
que la funciéon de onda de un estado cualesquiera del sistema se puede escribir

siempre como una combinacién lineal de las funciones propias independientes:
(z,t) = an(x,t)cn.
n

Postulado 6: La medicién del observable asociado a un operador A en un estado
mezcla ¢ = Y ¢, transforma el estado del sistema al estado propio ¢, y da
como resultado el valor propio a, con una probabilidad proporcional a |c,|>. En

consecuencia, el valor promedio de una coleccién de medidas de A en el mismo

13



estado es

/ * Ada
(A) = R—/ o

donde el denominador es la unidad si ¢ estda normalizada.
Postulado 7: La funcién de onda del sistema varia en el tiempo siguiendo la ecua-

cién de ondas de Schrodinger:

1.6. Deducciéon de la ecuacién no lineal de Schrodinger

La ecuacién no lineal de Schrodinger (NLS) surge en varios contextos fisicos en la
descripcion de ondas no lineales, tales como la propagacion de un rayo laser en un
medio cuyo indice de refraccion es sensible a la amplitud de onda, ondas de agua en
la superficie libre de un liquido ideal, y ondas de plasma. Proporciona una descrip-
cion canodnica de la dinamica de envolvente de un tren de onda dispersiva escalar
epe’&*x=wt con una amplitud pequefia (¢ < 1) pero finita, modulada lentamente
en el espacio y el tiempo, propagandose en un sistema conservativo.

Consideremos una ecuacion de onda escalar no lineal escrita simbdélicamente
L(0;, V)u+ G(u) = 0, (1.4)

donde L es un operador lineal con coeficientes constantes y G una funcién no lineal
que depende u y de sus derivadas. Para una soluciéon de amplitud pequena ¢ < 1,
los efectos no lineales pueden ser despreciados, y la ecuacién admite soluciones de

ondas monocromaticas aproximadas
u = eppeltxwt) (1.5)

con una amplitud constante 1. La frecuencia w y el vector de onda k son cantidades

reales relacionadas por la relacion de dispersion

L(—iw,ix) = 0. (1.6)

14



Esta ecuacién algebraica admite, en general, varias soluciones. Nos concentraremos
en las soluciones de la forma

w = w(k) (1.7)

Aunque hemos asumido soluciones de onda con amplitud pequena, se tiene que los
efectos no lineales acumulados son significativos cuando las escalas de distancia de
propagacién y de tiempo son significativamente grandes. Un cédlculo perturbativo de
la solucién de la ecuacién (1.4) sobre la onda plana cuasi-monocromatica (1.5) nos
conduce a una serie de términos resonantes de diferentes ordenes, y que resultan en
términos seculares de la expansién perturbativa de la solucién [7]. Otras aproxima-
ciones equivalentes, usadas en la literatura, para derivar la ecuacién de Schrodinger
no lineal pueden encontrarse en [6, 7].

Para este trabajo usaremos un argumento de tipo heuristico para derivar la NLS,
ecuacién (1.1), con V =0, g(x,t) = g = constante. Asi, es conveniente reinterpretar

la relacion de dispersion lineal (1.7) de la siguiente forma
(10, — w(—i0y))pe'®® =0, (1.8)

donde 0Oy es el gradiente con respecto a x y w(—i0x) es el pseudo-operador diferencial
obtenido reemplazando k por —idy en w(k).

En un medio debilmente no lineal y con respuesta adiabatica (es decir, inmediata),
se espera que la no linealidad afecte a la relacién de dispersion. La frecuencia de la
onda depende entonces de la intensidad y esto nos lleva a reemplazar la frecuencia
w(k) por una funcién Q(k, e2|y?), con Q(k,0) = w(k). Ademés, la amplitud de
onda compleja ¢ esta modulada en el espacio y en el tiempo de forma muy debil,
dependiendo entonces de las variables X = ex y T = et. De esta forma, las derivadas
Oz y Oz en la ecuacién (1.8) son reemplazadas por 0y + €0r y por Ox + €V respecti-
vamente, donde ahora V denota el gradiente con respecto a la variable espacial X.

En consecuencia, la ecuacion (1.8) puede ser reemplazada por la siguiente ecuacién

(10, 4 ie0p — Q(—i0x — i€V, [p|*)]pe’ ™) = 0, (1.9)

15



de forma equivalente, en un medio debilmente no lineal, la relaciéon de dispersion
buscada es

[w + iedr — Q(k — i€V, |)*)]h = 0. (1.10)

Como el parametro € es pequeno, esta ecuacion puede desarrollarse en serie de poten-
cias de segundo orden para €. Teniendo en cuenta también la relacion de dispersion

lineal, se obtiene

i(Or + vy - VU + e[V - (DV) + [y ", ] =0, (1.11)

1 ow
2 0k;0k
la mitad de la matriz hessiana de la frecuencia, estando ambas evaluadas sobre el

donde v,0cw es la velocidad de grupo y D = < ), con j,l = 1,...,d es

vector de onda k. El coeficiente de acoplamiento 7y esta asociado a la expansién en

evaluando

serie de potencias de la intensidad de la onda y viene dado por

enk yen [¢* =0.

o0
A(ly[*)’

Podemos considerar a la ecuacién (1.11) como un problema de valor inicial en la
variable temporal y, por tanto, podemos escribir convenientemente esta ecuacién
definiendo { = X — T'v,, esto es, cambiando el sistema de referencia inicial a un
sistema de referencia que se mueve con una velocidad dada por la velocidad de
grupo. Haciendo tambén el cambio de variable 7 = €T', obtenemos la ecuacion de

Schrodinger no lineal buscada

z‘g—f+v-(Dv¢)+v|¢|w:0, (1.12)

donde ahora las derivadas espaciales son hechas con respecto a la variable &.

2. Ecuaciéon de Schodinger no lineal

u' —iAu+ |ulfu= fen Q (2.13)
u = 0 sobre X, (2.14)
u(z,0) = ug(x) (2.15)
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donde p>0,i=+v/-1,Q=0Qx (0,7) y ¥ =00 x (0,7).
Notacion:

U(I7t) :u(t); f(I7t) :f(t); a; :U’/(t)

[ull g = llulls llulle@) = lulp
2.1. Formulacién variacional
Multiplicando a la ecuacién (2.13) por v € H}(Q)
u' () — iAu(t)v + |[u(t)[Pu(t)v = f(t)v, Vv € Hy(Q) p.ct.t € (0,7)
integrando sobre (2

/(u'(t)v —iAu(t)v + |u(t)|Pu(t)v) = /f(t)vdx, Vv € Hy () p.ct. t € (0,7)
Q 0

= [ W (tv—i [ Au)v+ [ |u@®)|Pult)v = | f(t)vdz, Vv € HY(Q) p.ct. t € (0,T)
[t fsu oraon-

Q Q Q

aplicando la formula de Green, se tiene

/ W () — i ( W ’ / Vu(t)Vvdx) + / u(t)|Pu(t)o =

= /f(t)vdx, Vv € Hy () p.ct. t € (0,7)
Q

(

(u/(t),v) —ia(u(t),v) + (Ju(t)|Pu(t),v) = (f(t),v), Yve H}(Q) p.ct.te (0,T)

donde

o)) =3 [ EStdn o (ra) = [ pade
i=1 0 Q
(2.16)

17



Teorema 2.1.1 (de existencia y unicidad) Supongamos que

feL0,T;Hy (), f €LQ) (2.17)

ug € HY(Q) N L2 (Q). (2.18)
Entonces existe una unica funcion u que verifica (2.13)-(2.15).

ue€ L®0,T; Hy(Q)NLP(Q), p=p+2 (2.19)

u' € L>(0,T; L*(2)). (2.20)

Demostracion:

Para ello se realizaran los siguientes pasos:

2.2. Etapa 1: Problema aproximado

Sabemoss que Hj(Q) y L*(€) son espacios de Hilbert separables. Entonces existe
una base {w, : n € N} C H}(Q) tal que el espacio generado por esta base es denso
en H}(Q) (y, asi, en L?(Q2), pues H}(2) — L*(Q) con inyeccién densa).

Sea m € N fijo,

Vi = gen{wy,wa, ..., wy}

subespacio vectorial de dimension finita.

Dado v € H}(Q) (v € L*(Q)), I{vm}tm>1 tal que v, € Vi, v v — v en HLH(Q)
(v — v en L3(Q)).

Dado uy € L*(Q2), F{uom fm>1 tal que uom € Vi y Uom — ug en L*(L2).

Escojiendo una “base especial” en el método de Faedo-Galerkin:

las funciones propias de
—Aw; = Nw;, j=1,..., w; € Hy(Q). (2.21)

El problema aproximado asociado a (2.16) consiste en encontrar u,, € V,, definido

por

U (1) = Z gim(Owi(z) con g, € CH0,T) (2.22)

18



es solucion del problema

{(u;@(t),wj) = ia(um (t),w;) + (Jum (@) um (1), w) = (f(8),w;), ¥Vj=1,....1€(0,T)

U (0) = ugm

2.3. Etapa 2: Aproximacién apriori

Estimativa I

Multiplicando (2.23) por g;,,(t) para cada j,

(W (£), G (£)05) = 10t (£), G (£)10;) + ([t ()"t (£), G ()105) = (f (£), Gjm (£)05)

sumando desde 7 = 1 hasta m

y por (2.22)
(U (£) s U (8)) — 1@ (U (£), U () + ([t (8) [P (), um (1)) = (f(£), um(t))

= (Upy (), U (1)) = i (U (), i (£)) 4 [10 ()| (o (£), i (8)) = (f (1), um () (2.24)

entonces por el Lema 1.3.1, (2.24) se escribe como

52 @)+ illum (B + \um(t)!p/ [ (8)Pd = (f(2), (1))

1d .
= gl tOB il + [ a0 e = (50) n(0)
Q
haciendo p = p + 2,

33 HOB + Tl + [ Jun (P = (7(2), 0 (1)
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= 1i|u(1t)|§ + il um () + [um ()2 = (f(t),un(t)) p.ct. t€(0,T). (2.25)

Tomando la parte real de (2.25) y multiplicando por 2, se obtiene
d
Zlum ()] + 2[um ()] = 2Re[(f(1), um(t))]  pet.t € (0,T)

integrando la expresién anterior en el intervalo (0, t)

t

/%|um(s)|§ds+2/t|um(3)|gd3 = 2Re/(f<s)7um(s>>ds

0 0

t

ahora por el Teorema 1.3.2 se tiene

t

i ($)[2 — [ ()2 + 2 / () s = 2Re / (F(5), tm(5))ds

0

t

= | (s)]3 + 2/ [um (s)|Pds = 2Re/(f(s),um(s))ds + |um(0)[3, (2.26)

los sumandos que estan a la derecha de la identidad (2.26) son acotados de la si-
guiente forma

t t

2Re / (F(5)s tm(5))ds < 2 / ()t (5) s

0 0

usando la desigualdad 1.3 con € = «,

IN

t t
2 2
2 / |f(8)|2’ dS + / a|um|2d5
2a 2
0 0

_ / @dﬁ / afup|2ds (2.27)

0 0

y como |u,(0)] < Clug| (pues {u,,(0)} es una sucesion convergente), reemplazando

(2.27) en (2.26)

t t 9
)8+ 2 [ (90 < Cluol + [ L5+ [ afu
0 0

0
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, t
= [um(s)]5 < Clug| + / @ds%—/awm@ds vt € (0,T)

0

N J/
-~

cte

por el lemma de Cronwall

[t (5)]5 <

J/

t
2
Cuo—f—/mds] et vte (0,T),YymeN
a
0

cte

luego

sup ess |up,(t)|s < K
te(0,T)
= |tum(t)]oo < K
. {Um }men es acotado en L>(0,T; L*(Q)).

Estimativa I1

Usando (2.21), se reemplaza en (2.23) w; por —Awy,
(tgn (1), =Aw;) — 1t (8), =Aw;) + (|um ()| um (1), =Aw;) = (f(t), —Aw;) (2.28)

entonces

(up,(t), —Aw;) = — [ ul, (t)Aw;dx
/

0
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luego reemplazando en (2.28) las igualdades anteriores,
a(u, (8), ;) + i(Au (8), Awy) + ([t (8) "1 (1), —Awj) = a(f(t),w;),  (2.29)
de (2.29) se deduce
Aty (£), (1)) + 1 (At (£), At (£)) + ([t () P2t (£), = A () = a(f (£), 1 (1))
entonces
a(up, (), um () + i At ()* + ([ ()P (8), =D (1)) = a(f (t), um(t)). (2.30)
Calculando

2Re(|v|v, —Av) = —2Re/ [v|PvAvdz
Q

= 2Re (/V(v"v)Vudw al&,/vmp/vd?v)

2
dx

—2Re(1+9) Y [ ool

=1 Q

o
83,}-
v
Qxi

2
dx

= 2Re(1 + p) Z/ |v]?
=1 Q

de donde se concluye 2Re(|v|fv, —Av) > 0.
En particular

2Re( |t (8) [Pt (t), —Auy,(t)) > 0 (2.31)
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tomando la parte real de (2.30) y multiplicando por 2,
201 (£) t(£)) + 2Re(ft () Pt (£), — it (1)) = 2Rea( £ (2), (1),

por el lema 1.3.1

%a(um(t), U () + 2Re(|tm (1) um(t), —Aun(t)) = 2Rea( f(t), un(t))
= %a(um(t),um(t)) < 2Rea(f(t), um(t))

= [lum(t)]]* < 2Rea(f(t), un(t))
. {tm }men es acotado en L®(0,T; Hy(£2)).
Estimativa 111
Usando la hipétesis (2.18), se verifica que |u,(0)] < constante.

Derivando (2.23) con respecto a t

d. d d d

g Um(8),w5) = i alum(t), ws) + = (um () um(t), w5) = — (f(E), wj),

realizando el mismo tipo de célculo que en (2.31) se obtiene

e (G n(0).16,(0)) 2 0

de lo cual se deduce que {u}, }men es acotado en L>(0, T; L*(Q2)).

Por lo tanto se concluye:

(

{tm}men es acotado en L>°(0,T; LQ(Q)),

g {tm }men es acotado en L>(0,T; HJ(£2)), (2.32)

{u! }men es acotado en L*°(0,T; L*(Q))
\

2.4. Etapa 3: Paso al limite

De (2.32) se pueden extraer subsucesiones convergentes {uw,}, {u,} de {un}, {u;,}

respectivamente tales que:

u, = uen L0, T; Hy () N LP()),

w, = u en L®(0,T; L*(12)).
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En particular, de (2.32):

Um rmen €s acotado en L2(0,T; H(Q)),
{tm e ( 0(€2)) (2.33)

{u! }men es acotado en L2(0,T; L2(Q)) — LQ(Q),

Por el teorema 1.3.1,
Uy, — U en L*(Q) fuertemente y casi en todas partes en Q.
Como |t |Pun, es acotado en L®(0,T; L¥ (Q)), entonces
|ty [Pty = w en L®(0, T; L7 (Q)),

donde

w = |ulfu.

para ello, se usa el siguiente lema

Lema 2.4.1 Sea Q un abierto acotado de R? X R; y sea {g,},, g funciones LY(Q),

1 < q < o0, tales que

lgulla) < Cs gy — g c.tp (x,t) € Q.

Entonces
g, — g en LUQ) — débil.
Tomando
. P . p+ 1 !
I = lwluy 1=

La unicidad es inmediata, es suficiente notar que

Re(|ulfu — |v|Pv,u —v) >0 Yu,v € LP(Q). (2.34)
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II. Material y Métodos

1. Material

Para la realizacion de la presente investigacion, se utilizo la ecuacién no lineal de

Schrodinger,
i0u = —Au — Mu|* tu en Q x [0, T],

u="0en 09 x [0,T], (1)

u(z,0) = ug(x) en Q

2. Meétodos y técnicas

En el presente trabajo se utilizé las técnicas de aproximacién de Faedo-Galerkin y

teoremas de compacidad [4].

III. Resultados y Discusion

Para la solucién aproximada u,, se obtuvo:
1. En la Estimativa I, se demostro que {,, }men €s acotado en L>(0,T; L*()).
2. En la Estimativa II, se demostro que {t,, }men es acotado en L>(0,T; H}()).

3. En la Estimativa III, se demostro que {u/, }men es acotado en L>(0,T; L*(Q).

IV. Conclusiones

Con las estimativas I, IT y I1I, se demostro que la soluciéon del Problema aproximado
(2.23) son acotadas y por ello son sucesiones convergentes en sus respectivos espacios.
Por el Teorema 1.3.1, se puede extraer una subsucesién de {u,,} que convergen

fuertemente a u que es la solucién del problema (1).
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